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Аннотация. Одним из важнейших показателей состояния дерева является его фито-
масса. Ее прямые измерения (c рубкой, сушкой и взвешиванием) очень трудозатратны 
и имеют различную степень надежности. Наименее достоверны данные по фитомассам 
корней (особенно для деревьев старших возрастов, где прямые раскопки корневой си-
стемы требуют значительных усилий). Это обусловливает необходимость разработки 
моделей расчета фитомасс фракций по достаточно просто и надежно измеряемым так-
сационным характеристикам. В статье для описания конструкции дерева предлагается 
использовать модель свободной конкуренции при распределении ресурсов, доступных 
дереву в процессе роста, между его фракциями (ствол, корни, ветви, листья или хвоя). 
Модель позволяет рассчитать соотношения между фитомассами фракций. На основе 
этих расчетов обосновывается метод оценки фитомасс корней. Проанализированы раз-
личия параметров моделей распределения фракций по фитомассе для разных древесных 
пород и различных зон произрастания. Для проверки корректности модели использова-
ны данные из базы В.А. Усольцева (2016) по фитомассам фракций деревьев (6617 запи-
сей) в лесных насаждениях Евразии. Вычисленные ранговые распределения для 95 %  
деревьев различных пород разного возраста, произрастающих в неодинаковых геогра-
фических условиях, имеют коэффициент детерминации больше 0,96, следовательно, 
данная модель носит общий характер и хорошо описывает соотношения между фи-
томассами фракций деревьев. Предлагаемый подход существенно упрощает полевые 
измерения, однако требует предварительной оценки параметров уравнения возрастной 
динамики для отдельной породы в конкретных климатических зонах. Проведенные по 
данным базы В.А. Усольцева расчеты коэффициента конкуренции для сосны обыкно-
венной Pinus sylvestris L. в Сибири на территориях Томской и Новосибирской областей, 
Алтайского и Красноярского краев показывают близость параметров модели для де-
ревьев одной породы, произрастающих в различных условиях. Использование разра-
ботанной модели позволяет оценить фитомассы дерева (включая фитомассу корней) по 
таким легко измеряемым показателям, как высота дерева и диаметр ствола. Предлага-
ется подход для определения фитомассы корней, при котором вместо проведения их 
раскопок используются данные о фитомассах надземных фракций дерева. 
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Abstract. One of the most important indicators of the condition of a tree is its phytomass. Its 
direct measurements (with cutting, drying and weighing) are very labour-intensive and have 
varying degrees of reliability. The data on root phytomass are the least reliable (especially 
for older trees, where direct excavation of the root system requires considerable effort). This 
necessitates the development of models for calculating the phytomass of fractions based on 
fairly simple reliably measured inventory characteristics. The article suggests using a free 
competition model to describe the structure of a tree when distributing resources available 
to the tree during growth between its fractions (stem, roots, branches, leaves or needles).  
The model allows calculating the ratios between the phytomasses of fractions. Based on these 
calculations, a method for estimating root phytomass has been substantiated. The differences 
in the parameters of the models for the distribution of fractions by phytomass for differ-
ent tree species and different growth zones have been analyzed. To verify the correctness of  
the proposed model, data from the database by V.A. Usol’tsev (2016) on the phytomass of 
tree fractions (6,617 records) in Eurasian forest plantations have been used. The calculated 
rank distributions for 95 % of trees of various species of different ages growing in different 
geographical conditions have a coefficient of determination greater than 0.96, therefore, this 
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model is of a general nature and describes well the relationships between the phytomass frac-
tions of trees. The proposed approach significantly simplifies field measurements, but requires 
a preliminary assessment of the parameters of the equation of age dynamics for a particu-
lar species in specific climatic zones. Calculations of the competition coefficient for Scots 
pine (Pinus sylvestris L.) in Siberia in the territories of the Tomsk and Novosibirsk Regions,  
the Altai and Krasnoyarsk Territories based on the data from the database by V.A. Usoltsev 
show the proximity of the model parameters for trees of the same species growing in different 
conditions. The use of the developed model makes it possible to estimate the tree phytomass 
(including root phytomass) using such easily measurable indicators as tree height and stem 
diameter. An approach has been proposed for determining the phytomass of roots, in which, 
instead of excavating them, data on the phytomasses of the above-ground fractions of the tree 
are used.
Keywords: forest plantations, assessment of the condition of forest plantations, phytomass, 
tree fractions, rank distribution
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Введение

Фитомасса является одним из основных показателей состояния древесных 
растений и сформированных ими насаждений. При этом для понимания 
процессов роста деревьев и депонирования ими углерода важно иметь 
информацию о фитомассе фракций деревьев (стволов, корней, ветвей и листьев 
или хвои) и изменении их соотношения с возрастом дерева или насаждения 
[1, 2, 4, 5, 9, 14, 18–21, 25, 27, 28]. Для оценки фитомассы производятся ее 
прямые измерения – рубка деревьев, сушка и взвешивание фитомасс фракций. 
Однако степень надежности таких измерений для фракций дерева различается. 
Наименее достоверны данные по фитомассам корней (особенно для деревьев 
старших групп возраста, здесь прямые раскопки корневой системы требуют 
значительных усилий). Трудоемкость обозначенных оценок стимулирует 
разработку способов расчета фитомасс фракций по достаточно просто и точно 
фиксируемым таксационным характеристикам – высоте дерева и диаметру 
ствола. Действительно, фитомасса корней, отражающая устойчивость дерева к 
ветровому воздействию, должна быть связана с его высотой и диаметром. Также 
фитомасса ствола, оцениваемая по высоте и диаметру, должна коррелировать и 
с фитомассой листьев (хвои), характеризующей фотосинтетическую активность 
древесных растений и накопление фитомассы. 

Однако простых соотношений между фитомассами деревьев, подобных 
аллометрическим уравнениям ,H aD β=  связывающим диаметры стволов D 
и высоты H деревьев [10] (a, β – коэффициенты уравнения), до настоящего 
времени не найдено. Поэтому для оценки связей между фитомассой фракций 
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обычно используются регрессионные уравнения, так называемые конверсион-
ные коэффициенты [6, 23, 24]. Но если существуют теоретические модели, объ-
ясняющие, почему зависимость между диаметром ствола дерева и его высотой 
должна быть аллометрической [10], то теоретических обоснований для расчета 
конверсионных коэффициентов не предложено. 

Целью исследования является разработка методов расчета соотношений 
между фитомассами фракций дерева с использованием модели рангового рас-
пределения Ципфа–Парето [7, 12, 15–17, 29]. На базе этого подхода предлагает-
ся метод оценки фитомасс фракций (в частности, фитомассы корней деревьев) 
по данным о фитомассе ствола (т. е. фактически по высоте и диаметру дере-
ва). Кроме того, описанные соотношения позволяют проверить надежность баз 
данных. 

Объекты и методы исследования

Для анализа использована база данных [22]. В эту базу включены дан-
ные измерений, проведенных различными авторами (более 100) на территории 
Евразии, где произрастают насаждения порядка 63 различных видов деревьев. 
Каждая запись в базе включает данные 

по породе дерева, местоположению и географическим координатам; 
возрасту, высоте, диаметру и объему ствола; 
густоте насаждений; 
общей фитомассе и фракционному составу фитомассы дерева: фитомас-

сам ствола (с корой и без коры), ветвей, листьев (хвои), корней; 
происхождению дерева (естественное или искусственное).
Всего в базе 6617 записей, для 1527 из них приведены данные по всем 

фракциям деревьев, а для остальных – только по надземным.
Таким образом, представленные сведения можно рассматривать как 

базу данных, включающую характеристики деревьев разных пород, возрас-
тов и местообитаний. Такая база данных позволяет попытаться найти общие 
закономерности процессов распределения фитомассы деревьев по фракциям 
в ходе роста.

У дерева существуют 4 основные функциональные структуры (фракции), 
обеспечивающие его существование как целого. Это корни, ствол, ветви и ли-
стья (хвоя). Исчезновение или уменьшение массы хотя бы одной из фракций 
может привести к ухудшению состояния дерева и даже к его гибели. Губитель-
на и чрезмерная гипертрофия любой из фракций – высокое дерево с разросшей-
ся кроной при малых диаметре ствола и фитомассе корней неизбежно станет 
легкой «добычей» ветра. Слишком большие корни, защищая, с одной стороны, 
дерево от ветровых воздействий, с другой – отбирают ресурс, необходимый на 
синтез листьев, и сами страдают от недостатка поступающих из кроны продук-
тов фотосинтеза для поддержания жизнедеятельности корня. Таким образом, 
дерево способно выжить только в случае, когда его фракции не получают од-
ностороннего развития в ущерб другим, и поэтому дереву нужны фракции всех 
типов и в определенной пропорции.

Для описания оптимальной конструкции дерева рассмотрим модель сво-
бодной конкуренции при распределении ресурсов, доступных дереву в процес-
се роста. Воспользуемся уравнением Ципфа–Парето [12, 29]:
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 М(i) = М(1)/ib,  (1)
где i – ранг компоненты (т. е. ее номер в ряду, начинающемся с максимального 
значения фитомассы фракции М(1), которому присваивается ранг 1); М(1) – фи-
томасса 1-й по рангу группы (обычно ствол); b – коэффициент конкуренции 
фракций за фитомассу, находится как тангенс угла наклона прямой. 

Случай, когда b → ∞, означает, что практически вся фитомасса относится 
к 1-й по рангу фракции; b → 0 соответствует ситуации примерно равного рас-
пределения всей фитомассы между фракциями. Из (1) можно получить уравне-
ние для всей фитомассы дерева в возрасте А:

 ( ) ( ) ( )4

1
1, ,

i
M A M i A M A

=
= =∑  ( )4

1
.b A

i
i −

=∑  (2)

Из (2) следует, что не может быть однозначной связи между высотой Н и 
диаметром D дерева, определяющими фитомассу M(1, А) ствола, и суммарной 
фитомассой дерева M(А), т. к. функции M(А) при одном и том же значении H 
и D могут быть различными. Однако, зная функцию b(А) и фитомассу ствола 
дерева в возрасте А, можно вычислить фитомассы фракций и общую фитомассу 
дерева. Для оценки фитомассы ствола необходимо располагать информацией о 
высоте, диаметре дерева, форме ствола (характеризуемой видовым числом) и 
удельной массе древесины. Таким образом, используя (1) и (2), можно подойти 
к расчету фитомасс фракций дерева, нужны только его высота и диаметр ствола. 

Насколько точны модель (1) и производная от нее модель (2)? Если точ-
ность высокая, соотношения фитомасс деревьев в базе данных должны соот-
ветствовать модели (1). В случае многочисленных отклонений от (1) модель 
некорректна. 

В настоящей работе для базы данных [22] проведен анализ информации 
по фитомассам фракций с точки зрения их согласия с ранговым распределени-
ем (1) и описаны примеры расчетов фитомасс фракций дерева по его высоте и 
диаметру ствола.

Для определения существования связей между фитомассами фракций, 
характеризуемых моделью свободной конкуренции, для каждой записи выби-
рались данные по надземным фракциям, эти данные ранжировались и вычисля-
лись коэффициенты уравнения (1). Коэффициенты рассматривались для груп-
пы записей в базе, для которых были сведения о фитомассах всех фракций. Для 
всех записей в базе изымались фитомассы корней и рассчитывались параметры 
ранговых регрессионных уравнений в двойных логарифмических координатах 
с предположением, что ранги корней могут быть равны 2 или 3:

 1 .ln ( ) ln ( ) lnM i M b i= −  (3)
Для иллюстрации на рис. 1 представлена в двойных логарифмических 

координатах зависимость (3) для сосны обыкновенной.
При регрессионном анализе данных в двойных логарифмических коор-

динатах происходит их смещение, связанное с минимизацией суммы невязок 
не между значениями фитомасс из базы и значениями из регрессионных урав-
нений, а между логарифмами этих величин. Расчеты в данном случае возмож-
но корректировать [26]. Однако при оценке ошибок ранее было найдено, что 
расхождение при расчете без принятия во внимание минимизации невязки ло-
гарифмов для диапазона данных по фитомассам фракций соответствует расхо-
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ждению в параметрах регрессии по сотым долям значений [7], такие различия 
можно не учитывать.

0 
1 
2 
3 
4 
5 

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 
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Рис. 1. Типичный вид рангового распределения фитомасс фракций дерева  
Pinus sylvestris L., 55 лет, Южная Карелия (62°13' с. ш. 34°10' в. д.) [22]

Fig. 1. A typical view of the rank distribution of phytomass fractions  
of a Pinus sylvestris L. tree, 55 years old, South Karelia (62°13' N, 34°10' E) [22]

Соответствие данных модели рангового распределения характеризова-
лось по коэффициенту детерминации R2. Для 4 степеней свободы коэффициент 
значим на уровне р = 0,95 при R2 > 0,9025 [8].

Результаты исследования и их обсуждение

Для всех 6617 записей в базе В.А. Усольцева были вычислены коэффици-
енты детерминации R2 (рис. 2) и коэффициенты a и b ранговых уравнений для 
надземных фракций дерева. 

0 
0,1 
0,2 
0,3  
0,4  
0,5 
0,6 
0,7  
0,8
0,9

0,80 0,90 0,92 0,94 0,96 0,98 1,00 
R2

Д
ол

я 
де

ре
вь

ев
 о

т 
об

щ
ег

о 
чи

сл
а

Как видно из рис. 2, для 95 % деревьев различных пород и возраста, 
произрастающих в неодинаковых географических условиях, коэффициент де-
терминации превосходит 0,96, т. е. вычисленные ранговые распределения хоро-
шо согласуются с моделью (3) и эта модель пригодна для описания соотноше-
ний между фитомассами фракций деревьев любых пород в разных возрастах и 
произрастающих в различных условиях. Можно сказать, что модель (3) носит 
общий характер. 

Примерно для 5 % данных в базе коэффициенты детерминации меньше 
0,96. Скорее всего, это связано либо с ошибками измерений, либо с отклонени-
ями процессов роста деревьев от предлагаемой модели. Если причиной малых 
значений R2 являются несоответствия постулируемым в модели процессам ро-
ста, то последнее должно быть связано с особенностями деревьев (породой, 
возрастом и местообитанием). Анализ деревьев с отклоняющимися от модели 
характеристиками показал, что из 315 деревьев (4,8 % от общего числа) у 81 % 
возраст не превышал 50 лет. Таким образом, в период начального роста дерева 

Рис. 2. Коэффициенты детерми-
нации ранговых распределений 
фракций деревьев без данных о 

фитомассе корней [22]
Fig. 2. The coefficients  

of determination of rank distribu-
tions of tree fractions without data 

on root phytomass [22]
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вероятны некоторые отклонения от модели и при дальнейших расчетах эти де-
ревья не следовало бы использовать. 

В табл. 1 представлены доли деревьев разных пород, для которых коэффи-
циенты детерминации были статистически значимы для уровня р = 0,95. Доля 
деревьев с незначимыми коэффициентами характеризует расхождение данных 
в базе с моделью свободной конкуренции.

Таблица 1

Расхождение данных в базе с моделью для деревьев различных пород 
The discrepancy between data in the database and the model for trees  

of different species

Порода Число записей в базе R2 > 0,96 R2 < 0,96
Larix 247 0,976 0,024
Abies sibirica L. 81 0,889 0,111
Betula 1144 0,969 0,031
Pinus sylvestris L. 2507 0,973 0,027
Picea obobata L. 337 0,730 0,270
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Рис. 3. Коэффициенты детерминации для ранговых распределений  
фракций деревьев с данными по фитомассе корней [22]

Fig. 3. The coefficients of determination for rank distributions of tree fractions  
with root phytomass data [22]

Из рис. 3 следует, что доля деревьев с R2 ≥ 0,95 в данном случае состав-
ляет 70 %, что существенно меньше доли деревьев с аналогичным коэффици-
ентом для группы деревьев, для которых при расчете рангового распределения 
использовались только надземные фракции. Такое различие можно объяснить 
тем, что ошибка в определении фитомассы корней может быть существен-
но больше ошибок в определении фитомасс надземных фракций. В связи с 
этим в качестве примера рассмотрим данные по распределению 4 фракций 
фитомассы отдельной сосны в лесах Архангельской области [11]. Если вести 
расчет по показателям всех фракций дерева, то R2 = 0,94. При этом фитомасса 
корней, равная 64 кг, имеет ранг 3. Однако если рассматривать только надзем-
ные фракции, то R2 = 0,996 (рис. 4), а расчетная фитомасса корней – 157 кг, что 
в большей степени согласуется с необходимостью поддержать устойчивость 
дерева с массой ствола почти 800 кг и его диаметром на высоте груди 48 см. 

Для деревьев с обозначенной в базе данных фитомассой корней гистограм-
ма распределения по коэффициенту детерминации в соответствии с рангами не-
сколько отличается от гистограммы для деревьев без таких данных (рис. 4).
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Рис. 4. Ранговое распределение фитомассы сосны по фракциям:  
1 – фитомасса надземных фракций [11]; 2 – фитомасса корней [11];  

3 – фитомасса корней по модельным данным
Fig. 4. The rank distribution of pine phytomass by fractions: 1 – phytomass  

of above-ground fractions [11]; 2 – root phytomass; 3 – root phytomass  
based on model data

Зная по данным о фитомассах надземных фракций параметры уравнений 
рангового распределения для деревьев без сведений о фитомассе корней, мож-
но оценить эти фитомассы, предположив, что их ранг равен 2. Тогда фитомасса 
корней вычисляется из выражения 2 2.ln ( ) lnM a b= −  

Как следует из (1) и (3), для оценки фитомасс фракций по данным о раз-
мерах ствола необходимо знать коэффициент конкуренции. Всего в базе данных 
было выбрано 128 деревьев Larix cajanderi Mayr., L. decidua Mill., L. gmelinii 
(Rupr.) Rupr., L. leptolepis Gord., L. olgensis A. Henry., L. sukaczewii N. Dyl. Для 
этих видов в возрасте от 5 до 260 лет b с возрастом увеличивается. Эта связь 
хорошо описывается уравнением Михаэлис–Ментен:

 max ,
b À

b
Q À

=
+

  (4) 

где bmax и Q – коэффициенты.
Для лиственниц вычисления дают следующие значения параметров:  

bmax = 3,02; Q = 17,84. При расчетах использована опция «поиск решения» 
Excel. Аналогично были выполнены расчеты для сосны обыкновенной Pinus 
sylvestris L. на Среднем Урале: bmax = 3,71; Q =14,48. Данные в базе позволяют 
сравнить и зависимость между b и А для сосны обыкновенной в Сибири на 
территориях Томской и Новосибирской областей, Алтайского и Красноярского 
краев (всего 247 деревьев). В этом случае bmax = 3,39; Q = 14,14 (рис. 5). 
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Рис. 5. Связь возраста и коэффициента конкуренции рангового распределения 

фитомассы: а – для лиственниц разных видов; б – для сосны обыкновенной  
на Среднем Урале; в – для сосны обыкновенной в Сибири (1 – расчет по (3)  

на основе данных из базы [22]; 2 – расчеты по (4))
Fig. 5. The relationship between age and competition coefficient of the rank distribution  
of phytomass: а – for larches of different species; б – for Scots Pine in the Middle Urals;  
в – for Scots pine in Siberia (1 – calculation by (3) based on data from the database [22];  

2 – calculations by (4)) 

К сожалению, вычислить для некоторых территорий параметры уравнения 
для коэффициента конкуренции по сведениям базы затруднительно в связи 
с нехваткой локальной информации по деревьям разных возрастов и пород, 
однако коэффициенты уравнения (4) для отдельных пород, представленных в 
анализируемой базе данных, оценить реально (табл. 2). 

Таблица 2

Параметры уравнения (4) для изменений коэффициента конкуренции  
с возрастом дерева для отдельных пород 

The parameters of equation (4) for changes in the competition coefficient with tree age 
for individual species

Порода Число записей  
в базе bmax

Q, возраст,  
лет

Невязка в расчете  
на одно дерево

Betula alba L. 1084 2,59 7,64 0,131
Quercus robur L. 98 2,63 7,75 0,129
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Порода Число записей  
в базе bmax

Q, возраст,  
лет

Невязка в расчете  
на одно дерево

Populus tremula L. 424 3,07 11,67 0,137
Larix sibirica L. 108 2,89 13,29 0,172
L. sukaczewii N. Dyl. 58 2,89 27,53 0,105
Pinus sylvestris L. 1945 2,65 13,06 0,162
P. sibirica Du Tour. 160 2,41 39,28 0,255
Picea obovata L. 336 1,58 41,99 0,087

Как видно из табл. 2, точность аппроксимации, оцененная по средней не-
вязке между натурными и модельными данными, для деревьев всех пород близ-
ка. Для большинства пород (за исключением P. оbovata) параметр bmax близок. 
Параметр Q, характеризующий возраст насаждения, в котором коэффициент 
конкуренции b = bmax/2 минимален для деревьев лиственных пород, а для 
хвойных пород может достигать 40 лет.

Если уравнения, связывающие b и А, видоспецифичны и не зависят от 
размеров дерева и территории произрастания, то для расчета фитомасс фракций 
дерева по данным о его высоте и диаметру можно предложить следующую 
процедуру:

1. Измеряется высота и диаметр дерева и рассчитывается фитомасса 

ствола М(1) по выражению 
2

1
4óä( )
D

M m f H
π

=  (где f – видовое число) [13]. 

Для оценки плотности фитомассы mуд можно использовать существующие 
таблицы или произвести с помощью весов прямые измерения массы керна 
фиксированной длины (в этом случае получим плотность древесины в сыром 
виде). Для оценки видового числа также можно использовать таблицы [3].

2. Определяется возраст дерева, и по уравнению (4) для данной породы 
вычисляется b.

3. По уравнению (3) находятся фитомассы фракций, при этом делается 
предположение, что ранг фитомассы корней равен 2, ранг фитомассы ветвей – 
3 и ранг фитомассы хвои – 4.

Заключение

Приведенные расчеты подтверждают корректность предложенного под-
хода к описанию соотношений фитомасс фракций дерева. Подход позволяет 
оценить фитомассу (включая фитомассу корней) по таким легко измеряемым 
таксационным показателям, как высота дерева и диаметр его ствола на высоте 
1,3 м. Использование модели распределения ресурса дает возможность опреде-
лить фитомассу корней, не проводя их раскопок и используя данные о фитомас-
сах надземных фракций дерева.

Описанный метод существенно упрощает измерения, однако требует 
предварительного установления коэффициента конкуренции – параметра урав-
нения возрастной динамики – для отдельной породы в конкретных климати-
ческих зонах. Расчеты коэффициента конкуренции показывают близость пара-
метров уравнения для деревьев одной породы, произрастающих в различных 
условиях. Предлагаемый подход также может быть применен для проверки на-
дежности данных по фитомассам фракций деревьев в базах данных. При значи-

Окончание табл. 2
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тельных отклонениях от распределения Ципфа–Парето полученные показатели 
необходимо использовать с предельной осторожностью. 
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