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Аннотация. Осуществление задач, связанных с развитием транспортной сети и лесо-
возных автомобильных дорог как неотъемлемой ее части, требует исследования зако-
номерностей образования пространственных кривых при сочетании элементов плана и 
продольного профиля, т. к. рациональное проложение трассы на многие годы опреде-
ляет ее важнейшие транспортно-эксплуатационные характеристики (скорость, уровень 
безопасности движения, пропускную способность). Учет зрительного восприятия до-
роги водителем повысит качество проектных решений, что позволит избежать возник-
новения аварийных ситуаций в дальнейшем, после введения трассы в эксплуатацию. 
Снижение скорости перед кажущимися резкими поворотами дороги негативно сказы-
вается на эффективности работы лесовозного автомобильного транспорта, поэтому вид 
дороги в перспективе должен ориентировать водителя, т. е. быть зрительно ясным, явно 
меняющимся, обеспечивающим постоянство или плавное снижение скорости транс-
портного потока. Необходимость удачного пространственного решения дороги при 
этом повышается. В проектах лесовозных автомобильных дорог в качестве элементов 
плана трассы встречаются прямые линии, переходные кривые, описываемые в послед-
ние годы чаще всего по клотоиде, и круговые кривые. Установлено, что вид дороги в 
перспективе является зрительно понятным для водителя при условии, что линии, опи-
сывающие бровки дорожного полотна и кромки проезжей части, в перспективном изоб-
ражении изогнуты в том же направлении, что и в плане дороги. Цель работы – опреде-
ление комплекса количественных показателей (кривизны, радиуса кривой в плане, мак-
симальной кривизны, максимальной скорости изменения кривизны) для оптимизации 
зрительной плавности и ясности центральных проекций элементарных пространствен-
ных и плоских кривых. Приведенный алгоритм обеспечивает возможность составления 
компьютерной программы для определения названных показателей, что позволит оце-
нить зрительную плавность и ясность центральных проекций элементарных простран-
ственных и плоских кривых на лесовозных автомобильных дорогах. 
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Элементами плана лесовозных автомобильных трасс являются в том 

числе прямые линии, переходные кривые, описываемые в настоящее время по 

клотоиде, и круговые кривые [1–3, 8, 9, 11–13, 16–19]. Кривые линии могут 

быть разделены при анализе перспективных изображений по направлению их 

изогнутости на левые и правые, а переходные кривые – по их отношению к 

направлению движения лесовозного подвижного состава на входные и выход-

ные. Продольный профиль, как правило, проектируют, используя горизонталь-

ные и наклонные прямые, вогнутые и выпуклые параболы (или круговые кри-

вые). Обычно применяемые элементы плана и профиля трассы могут образо-

вать 28 взаимных сочетаний (комбинаций) [4–7]. Таким образом, путем сочета-

ния элементов плана и профиля получаем элементы трассы в пространстве. 

Цель работы – определение комплекса количественных показателей 

(кривизны, радиуса кривой в плане, максимальной кривизны, максимальной 

скорости изменения кривизны) для оптимизации зрительной плавности и ясно-

сти центральных проекций элементарных пространственных и плоских  

кривых. 

Пространственную кривую, графическая модель которой представлена 

на рис. 1, аналитически можно описать следующей системой уравнений: 
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В качестве параметра выступает путь s, отсчитываемый от точки зрения 

(ТЗ) водителя лесовоза, взятой за начало правой системы координат 0, главный 

луч зрения берется за ось Х. Плоскость изображения YcOcZc принята перпенди-

кулярной к оси Х. 

Координаты центральной проекции (YcZc) любой из линий, определяю-

щих дорожное полотно (кромки покрытия, бровки, ось), плоскость изображе-
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в которой величины х, у и z, согласно (1), обозначают уравнения координат х(s), 

у(s) и z(s) пространственной кривой. Следовательно, координаты перспективы 

пространственной кривой являются функциями одного параметра s. 
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Рис. 1. Схема центрального проецирования пространственной кривой: 1 – горизонталь-

ная плоскость проекции; 2 – фронтальная, 3 – профильная; 0 – расстояние от ТЗ до 

плоскости изображения YcOcZc,  – угол сектора изображения; (b, h) – координата 

начала проецируемой линии; β, ω – углы наклона проецируемой линии относительно  

         оси Х в профиле и плане; j – угловой коэффициент, соответствующий углу ω 

Fig. 1. Diagram of the central projection of the spatial curve: 1 – horizontal projection plane 

(PP), 2 – frontal PP, 3 – profile PP; 0 – distance from the viewpoint to the image plane YcOc Zc, 

 – image sector angle; (b, h) – coordinate of the beginning of the projected line; β, 

ω – angles of inclination of the projected line about the x-axis in the profile and plan; 

                             j – angular coefficient corresponding to the angle ω 

 

В случае параметрического задания плоской кривой ее изогнутость вы-

ражается формулой 
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c c cy ,  z ,  z  получаем, дифференцируя по пара-

метру s уравнения перспективных координат (2), где 
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В зависимостях (4) приняты следующие обозначения: 

  ;xy yx p−  = .xz zx q− =                                         (5) 

Производные этих величин по s:  

( )    ;p xy yx xy yx= − = −     ( ) .q xz zx xz zx= − = −                     (6) 
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Преобразовываем и упрощаем числитель выражения (3):  
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Преобразование и упрощение знаменателя выражения (3) дает: 
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Следовательно, кривизна 
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Обозначим 

z'y'' – y''z'' = u; 

x'z'' – z'x'' = v;               (8) 

y'x'' – x'y'' = w. 

Формулу (7) можно представить в виде: 
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Обозначив далее  

xu + yv + zw = U; 

p2 + q2 = V,                                                   (10) 

получаем 
3

3/2
.c

x U
K

aV
=                                                   (11) 

Плоскость изображения обычно принимают на расстоянии 1 м, поэтому 

в дальнейшем а = 1. 

При контроле зрительной ясности пространственных кривых важно 

определить направление изогнутости их центральных проекций. Если центр 

кривизны лежит на положительной полупрямой нормали, то кривизна счита-

ется положительной полупрямой нормали, если на отрицательной – кривизна 

отрицательная [10, 14–17, 19]. 
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В случае фиксированного положения ТЗ над полотном дороги направле-

ние изогнутости можно определить другим, более простым способом. Если 

центр кривизны находится влево от центральной проекции кривой, то кри-

визна, высчитанная по формуле (7), положительная, если центр кривизны 

справа – отрицательная. 

Скорость изменения кривизны выражается 1-й производной от кривизны 

cK   по параметру s. Исходя из формулы (11), получаем: 
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Зависимость (12) можно представить и в виде 
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В формулах (12) и (13) U'  и V'  являются производными функций U(s) и 

V(s): 
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Алгоритм определения сK  и cK   следующий. 

Сначала определяются производные: 
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( ),x s ( ) ( ),  y s z s  представляют собой уравнения пространственной ли-

нии. Штрихами обозначены производные по s. 

Затем находим: 
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При формулировке задачи исследований предполагали, что наибольшая 

кривизна ,нсK  может быть одним из показателей зрительной плавности до-

роги. При этом под наибольшей кривизной понимается наибольшее ее значение 
на исследуемом криволинейном участке. Для доказательства возможности ис-

пользования показателя ,нсK  установим связь между зрительной плавностью 

кромок проезжей части и соответствующими им графиками кривизны. 
В качестве примера взят типичный участок трассы, состоящий из трех 

элементов: прямой, пространственной кривой и кривой (рис. 2). На рис. 3 пред-
ставлено перспективное изображение этой части дороги. 

 
Рис. 2. Параллельные проекции пространственной линии  
      (оси дороги) на профильной и горизонтальной плоскостях 

Fig. 2. Parallel projections of the spatial line (road axis) on the profile and 
                                      horizontal planes 

 
Рис. 3. Перспективное изображение участка дороги, ось которого  
          показана на рис. 2: НК, М, КК – точки наибольшей кривизны 

Fig. 3. Perspective image of the road section, the axis of which is shown  
                         in fig. 2 НК, М, КК – points of greatest curvature 

При построении математических моделей участков трассы в дальнейшем 
будем использовать следующие обозначения: 

b, h – прямоугольные координаты оцениваемой линии в плоскости  
YOZ, м (b – ширина ТЗ; h – высота ТЗ (уровень глаз водителя) относительно 
касательной к началу профильной проекции оцениваемой пространственной 
кривой); 
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   pD ,   vD  – расстояние от плоскости YOZ соответственно до точек начала 

кривых в плане НК и профиле НЗ, м; 
i – продольный уклон трассы; 
Rp – радиус кривой в плане, м; 
Rv  – параметр параболы в продольном профиле, м; 
s – параметр (горизонтальная проекция пути с началом в плоскости  

YOZ), м. 
Если принять ось Х касательной к t1, началу кривой в плане, то участок 

трассы, показанный на рис. 2, можно задать по интервалам следующими систе-
мами уравнений: 

при                                                  0 нкs s   

;

;

;

x s

y b

z h

= 


= 
= 

                                                         (16) 

при  

нк ккs s s   

 

𝑥 = Dp + Rpsinα

𝑦 = 𝑏 + Rp(1− cosα)

𝑧 = h+ is+
(s-Dv)

2

2Rv }
 

 
                                                (17) 

при  

ккs s  

( )

( )

( )

α

кк кк кк

кк кк кк

кк кк кк

сos

sin

sin

x х s s

y y s s

z z s s

= + −  


= + − 
= + −  

     (18) 

где α – угол поворота трассы в плане, рад,α
p

p

s D

R

−
= ; αкк – угол поворота трассы 

в точке КК, рад,α
кк

кк
p

p

s D

R

−
= ; βкз – угол поворота трассы в профиле в точке 

КЗ, рад, β кз
кз

v

vR

s D−
= . 

В таблице приведены результаты расчета изгиба по формуле (7) для кри-

вой с параметрами pR = 500 м; 5000 vR = м. Координаты 5,0л,крb = м;

2,0 п,крb =− м; h =  –1,2 м. p vD D=  = 60 м. Шаг прироста аргумента 10S = м. 

Координаты графиков кривизны ( )cK s  

s 0 10 20 30 40 50 60 60 70 80 

л,крb   – – – – – 0 5,4 19,2 93,8 

п,крb   0,38 4,87 34,5 128,0 66,0 34,0 34,1 15,2 8,1 

s 90 100,0 110,0 120,0 130,0 140,0 150,0 160,0 160,0 200,0 

л,крb  488,0 275,3 67,5 24,2 11,4 6,3 3,9 2,6 0 0 

п,крb  4,9 3,1 2,2 1,6 0,9 0,8 0,7 0,6 0 0 
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По этим данным вычерчены графики кривизны левой и правой кромок 

проезжей части (рис. 4). 

В целях выявления связи между зрительной плавностью кромок трассы 

и соответствующими графиками кривизны обратимся к рис. 3 и 4. Видно, что 

внутренняя кромка (линия 1) является менее плавной, чем внешняя (линия 2). 

Наибольшая изогнутость последней оказывается в интервале НК–КК. Это по-

казывает и ее график кривизны ( ),1cK s . Точку наибольшей изогнутости 2 опре-

делить на глаз трудно, но по графику ( ),2cK s  видно, что ею является точка НК 

(точка максимальной изогнутости линии 2 в данном случае находится в интер-

вале О–НК на не использованной для закругления угла поворота части кри-

визны). 

 

 

Рис. 4. Графики кривизны центральных проекций левой (1) и правой (2) кромок  

                                                           проезжей части 

Fig. 4. Graphs of the curvature of the central projections of the left (1) 

                                               and right (2) edges of the roadway 

 

Таким образом, из анализа можно сделать следующие выводы: 

линия 1 наиболее изогнута в точке М, т. е. ,1,н ,мc cK K= ; линия 2 – в точке НК, 

т. е. ,2,н ,нкc cK K= ; ,2 ,1;,н ,нc cK K  

линия 2 по качественной оценке плавнее линии 1; более плавной линии 2 соот-

ветствует меньшее значение наибольшей кривизны ,2,нcK . 

Это свидетельствует о том, что максимальная изогнутость ,,мcK  находя-

щаяся в точке М вершин кривых, может быть использована в качестве количе-

ственного показателя зрительной плавности. 

Частные значения кривизны ,     ,м ,нк ,ккиc c cK K K  в дальнейшем рассмат-

риваются отдельно, поскольку имеют самостоятельное значение при количе-

ственной оценке зрительной плавности пространственных кривых. 
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Заключение 

На основе описательной характеристики дано математическое определе-

ние плавной линии. Под этим термином понимается криволинейный участок 

трассы 2-го и более высоких порядков гладкости. Показана разница между ана-

литически фиксируемой и зрительно воспринимаемой плавностью. 

Установлено, что видимость дороги в перспективе правильно ориенти-

рует водителя автомобиля при условии, что линии, описывающие бровки до-

рожного полотна и кромки проезжей части, в пространственном изображении 

изогнуты в том же направлении, что и в плане дороги. На этом основании сфор-

мулировано условие геометрического родства вида лесовозной автомобильной 

дороги в пространственной перспективе и ее плана. Оно позволяет аналитиче-

ски проверить зрительную ясность криволинейных участков. 

Выявлен комплекс количественных показателей: кривизна, радиус кри-

вой в плане, максимальная кривизна и максимальная скорость изменения кри-

визны, – которые достаточно полно характеризуют зрительную плавность и яс-

ность центральных проекций элементарных пространственных и плоских кри-

вых. 

В случаях, когда точка максимальной кривизны находится за пределами 

зоны видимости, за показатель плавности принимается изогнутость в точке, 

расположенной на границе видимости. 

Кривизна и радиус кривой в плане служат для проверки зрительной яс-

ности, а показатели частных значений кривизны – для оценки степени видимой 

плавности кривых.  

Приведенный алгоритм позволит в будущем создать компьютерную про-

грамму для определения названных показателей и поможет быстро и каче-

ственно оценить как зрительную плавность, так и ясность кривых лесовозных 

автомобильных дорог. 
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Abstract. The implementation of tasks related to the development of the transportation net-

work as a whole and logging roads as an integral part of it requires scientifically based theo-

retical studies of the patterns of formation of spatial curves when combining elements of the 

plan and the longitudinal profile, since the rational laying of the route for many years deter-

mines its most important transport and operational characteristics (speed, traffic safety, traffic 

capacity). Consideration of the visual perception of the road by the driver will improve the 

quality of design decisions, which will allow to avoid emergencies in the future after setting 

the route into service. On the other hand, a decrease in speed before seemingly sharp turns of 

the road affects the efficiency of logging road transport. Therefore, the view of the road ahead 

should strongly orient the driver, i.e. be visually clear and clearly changing, ensuring the con-

stancy or smooth reduction of the traffic flow mode. At the same time, the need for a success-

ful spatial solution of the road increases. In the designs of logging roads, straight lines, tran-

sition curves, described in recent years most often according to the clotoid, and circular curves 

are found as elements of the route plan. It is found that the road view in perspective correctly 

orients the driver of the car, i.e. it is visually clear, provided that the lines describing the edges 

of the roadway and the edges of the roadway in the perspective image are curved in the same 

direction as in the road plan. The purpose of the work is to determine a set of quantitative 

indicators (curvature, radius of the curve in the plan, maximum curvature, maximum rate of 

change of curvature) for optimization of the visual smoothness and clarity of the central pro-

jections of elementary spatial and plane curves. The performed studies allow us to fully char-

acterize the visual smoothness and clarity of the central projections of elementary spatial and 

plane curves. The above algorithm makes it possible to compile a computer program to deter-

mine the mentioned indicators. The indicators determined by this algorithm allow us to eval-

uate both the visual smoothness and clarity of curves on logging roads. 

For citation: Borovlev A.O., Skrypnikov A.V., Kozlov V.G., Tyurikova T.V., Tveritnev O.N., 

Nikitin V.V. Mathematical Modeling of the Route of Logging Roads. Lesnoy Zhurnal [Rus-

sian Forestry Journal], 2021, no. 4, pp. 150−161. DOI: 10.37482/0536-1036-2021-4-150-161. 
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