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Характер процессов деревообработки в значительной мере подвержен влиянию различ-

ных случайных факторов. С математической точки зрения эти процессы следует рас-

сматривать как один из случайных видов. Наиболее энергоемким является лесопиление. 

В нем лесопильная рама и околорамное оборудование составляют отдельный участок, 

который формирует характер потребления электроэнергии как поточной линией, так и 

цехом в целом. Поэтому вопросы повышения энергоэффективности деревообрабатыва-

ющего производства могут быть решены только путем совместного рассмотрения тех-

нологических и энергетических показателей процесса распиловки древесины. Цель ис-

следования – теоретико-вероятностный анализ взаимосвязей показателей работы лесо-

пильных рам, а также нахождение законов распределения и численных характеристик 

этих показателей как случайных величин при распиловке сортировочной партии бревен. 

В качестве математической модели работы механизма резания лесопильной рамы ис-

пользована система массового обслуживания. Применение теории вероятностей позво-

лило установить плотность распределения и числовые характеристики эффективного 

времени, среднечасовой производительности по распилу сырья, среднечасовой потреб-

ляемой мощности, потерь электроэнергии в сети, абсолютного и удельного расходов 

электроэнергии во взаимосвязи с геометрическими характеристиками сырья и парамет-

рами режима работы лесопильных рам. Показатели потребления электроэнергии носят 

вероятностный характер и распределены по закону, отличному от нормального. Для 

упрощения процедуры анализа плотность распределения параметров была аппроксими-

рована плотностью закона Гаусса. При этом ошибка аппроксимации составила не более 

1,71 %. Предложены формулы для расчета характеристик технологических и энергети-

ческих показателей работы лесопильных рам.   

Для цитирования: Агеев С.П., Минаев А.Н., Рощина С.И. Вероятностный анализ 
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С. 121–131. (Изв. высш. учеб. заведений). DOI: 10.17238/issn0536-1036.2019.3.121 
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Введение 

Потребление электроэнергии отдельно взятым механизмом зависит от 

характера технологической операции, выполняемой им. Лесопильное произ-

водство – один из видов процесса деревообработки. При этом затраты элек-
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троэнергии на выпуск единицы пилопродукции могут быть необоснованно 

завышены, а иногда существенно отличатся от нормированных значений. При 

планировании электропотребления не учитываются взаимосвязи между тех-

нологическими показателями производства и удельным потреблением элек-

троэнергии. В этом случае задача повышения энергетической эффективности 

деревообрабатывающего производства может быть решена при совместном 

рассмотрении технологической и энергетической составляющих процесса. 

Вопросам повышения энергоэффективности промышленных предприятий по-

священ ряд  работ [5, 8, 11–13, 16]. 

Объекты и методы исследования 

Автором работы [1] была рассмотрена математическая модель лесо-

пильной рамы как однофазной системы массового обслуживания (СМО). 

Время, затрачиваемое на обслуживание одной заявки (распиловку одного 

бревна), является непрерывной случайной величиной, распределенной по за-

кону Эрланга.  Распиловка отдельных бревен рассматривается как случайный 

марковский процесс, состоящий из последовательных этапов. 

Решению этих задач посвящен также ряд работ зарубежных исследова-

телей, в частности [17–20 и др.], в которых используются различные подходы. 

В настоящей статье проанализированы взаимосвязи показателей режима 

работы лесопильных рам (ЛР), а также определены законы распределения и 

числовые характеристики этих показателей как случайных величин при рас-

пиловке сортировочной партии бревен. Для целей планирования и нормиро-

вания электропотребления к числу таких показателей следует отнести: 

эффективное время распиловки    сортировочной партии бревен; 

среднечасовую производительность    по распилу сырья; 

среднечасовую потребляемую мощность    ; 

электроэнергию   , потребляемую двигателем механизма резания ЛР; 

потери электроэнергии     в сети; 

удельный расход электроэнергии       

Результаты исследования и их обсуждение 

Определим закон распределения вероятностей   . Тогда длительность 

распиловки всей группы, состоящей из    бревен: 

                , 

где               – эффективное время цикла распиловки 1-го, 2-го и n-го 

бревен.  

Процесс распиловки группы бревен не является марковским, поскольку 

продолжительность распиловки каждого бревна     распределена по закону 

Эрланга -   порядка [1]: 

  (  )  
 (   )

        

(   ) 
         (                ),             ( ) 

где    параметр закона Эрланга. 

Характеристическая функция случайной величины    определяется по 

выражению [6]:    

   
 (

 

    
)
 

, 

где   – мнимая единица,   √       параметр характеристической функции. 
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С другой стороны, распиловку бревен сортировочной партии можно 

рассматривать как последовательное выполнение    стадий. Тогда рассмат-

риваемый процесс будет марковским. В этом случае характеристическая 

функция процесса распиловки как случайного процесса будет равна произве-

дению отдельных характеристических функций слагаемых:  

   
 (

 

    
)
  

  

Выполнив над характеристической функцией    
 преобразование 

Лапласа, найдем плотность распределения эффективного времени    распи-

ловки партии бревен  

 (  )   
(   )

    

(    ) 
                                                        ( ) 

Воспользовавшись формулой (2), определим математическое ожидание 

времени эффективной работы ЛР при распиловке одной сортировочной пар-

тии бревен: 

    ∫    (  )    
   

(    ) 
∫   

        

 

 

 

 

    

Вычислив интеграл методом интегрирования по частям [9], получим 

    
   

(    ) 
 
(  ) 

     
 

  

 
    ,                                   ( ) 

где    – среднее время распиловки одного бревна (эффективное время цикла), 

      ⁄  [2].  

Дисперсия времени эффективной работы  

    ∫(      )
 

 

 

 (  )    ∫   
  (  )    (   )

  

 

 

 
   

(    ) 
∫   

             

 

 

(
  

 
)
 

, 

или 

    
   

(    ) 
 
(    ) 

     
 (

  

 
)
 

 
  

  
     ,                   ( ) 

где        – дисперсия времени распиловки одного бревна [1],         ⁄  

В работе [4] были получены формулы для определения параметров за-

кона Эрланга:  

   
  

  
;    

(  ) 

  
,                                               ( ) 

где   – длина бревна. 

Из (5) следует, что параметры закона Эрланга, согласно которому рас-

пределено эффективное время   , зависят от геометрических параметров бре-

вен в сортировочной партии, а также от скорости подачи ЛР. 

Согласно центральной предельной теореме [10] при увеличении показа-

теля     распределение Эрланга   -го порядка неограниченно приближается к 

нормальному закону (закону Гаусса).  

Для дальнейшего изложения произведем аппроксимацию закона Эрлан-

га нормальным законом с теми же параметрами. Практически удовлетвори-
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тельную точность можно получить уже при       [15]. Поэтому далее эф-

фективное время    распиловки сортировочной партии бревен рассматривает-

ся как случайная величина, имеющая нормальное распределение с плотно-

стью вероятности: 

 (  )  
 

   
√  

   ,
(      )

 

    
- , 

где    
– среднее квадратическое отклонение времени   ,    

 √   . 

Среднечасовую производительность (  ) ЛР за время распиловки    

можно вычислить как 

   
 

  
,                                                                  ( ) 

где   – распиливаемый объем группы бревен  м3
. 

Из (6) следует, что при заданном объеме    группы бревен среднечасо-

вая производительность    является функцией случайной величины   , т. е. 

     (  ) также является случайной величиной. 

Применяя методику, изложенную в [7], последовательно находим: 

 

     (  )  
 

  
   |  

 (  )|  
 

  
 
 ; 

 (  )   (  (  ))|  
 (  )|, 

откуда 

 (  )  
 

   
  

 √  
   [ 

 

 
(
       

     

)

 

]                           ( ) 

Из выражения (7) следует, что среднечасовая производительность ЛР за 

эффективное время, как случайная величина, распределена не по закону Гаус-

са. Аппроксимируем (7) плотностью нормального распределения, сохранив 

основные характеристики случайной величины        этом средняя ошибка 

аппроксимации   1,71 %.  

Математическое ожидание среднечасовой производительности  

     [  (  )]  ∫   (  ) (  )    
 

   
√  

∫
 

  

 

 

 

 

   ,
(      )

 

    
-     

 

Вычислим интеграл методом подстановки: 

    
 

   
  

Приравняв плотности распределения (7) и нормального закона, полу-

чим: 

 

   
  

 √  
   [ 

 

 
(
       

     

)

 

]  
 

   
√  

   ,
(      )

 

    
-       ( )  

 

Подставим значение         в (8): 

 
 

   
(   )

 √  
 

 

   
√   

 , 
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откуда среднее квадратическое отклонение среднечасовой производительно-

сти 

   
    

(   )
 

 
                                                          ( ) 

В этом случае дисперсию среднечасовой производительности ЛР по 

распилу сырья за эффективное время    можно вычислить по следующей 

формуле: 

       

(   )
 

  
  

Найдем связь показателей производительности со средним временем 

распиловки бревна: 

    
 

   
 

  

  
                

(  )
 
   

 (  )
 

, 

где     – средний объем бревна в сортировочной партии,      ⁄ . 

Из формулы для дисперсии следует, что при увеличении количества 

         в сортировочной партии дисперсия производительности уменьшает-

ся, т. е. среднечасовая производительность становится все более неслучайной 

величиной. 

Среднее время распиловки одного бревна для каждого постава может 

быть найдено по формуле [14]: 

   
     

     
, 

где    – расчетная посылка, мм;    – частота вращения коленчатого вала ле-

сопильной рамы, об/мин. 

В работе [3] получено выражение для энергетической характеристики 

электропривода механизма резания ЛР: 

           √           √
 

  
,                                (  ) 

где    – среднечасовая потребляемая мощность, кВт;       – постоянная со-

ставляющая потребляемой мощности, не зависящая от полезной нагрузки 

двигателя, кВт;    –  коэффициент энергоемкости ЛР, кВт·ч 
0,5

/м
1,5

. 

Выполнив аналогичные (7) преобразования, получим плотности распре-

деления среднечасовой потребляемой мощности: 

 

 (  )  
    

 

   
√  (        )

 
   [ 

 

 
(
   

     (        )
 

(        )
    

)

 

]  

 

Математическое ожидание среднечасовой потребляемой мощности как 

функции случайного аргумента     найдем по выражению 

     [  (  )]  ∫   (  ) (  )   

 

 

 

 
 

   
√  

∫ [        √
 

  
]

 

 

   ,
(      )

 

    
-     
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После вычисления интеграла методом подстановки получим: 

            √
 

   
  

Для определения дисперсии     выполним действия, аналогичные дей-

ствиям в формуле (8):       

       

(         )
 

(    
 )

   

Потери электроэнергии на участке электрической сети 

       
                 

где     среднечасовое значение тока за время   ,  

   
  

√        

, 

    линейное напряжение сети;        среднее значение коэффициента 

мощности двигателя за время   ;    активное сопротивление участка, Ом. 

В этом случае потери электроэнергии в сети 

    
  

  

(       )
 
  ,    

откуда с учетом (10) 

    
 

(       )
 [     

            √       
 ]  

 
      

 

(       )
 
   

         √ 

(       )
 √   

   
  

(       )
 
 , 

или 

      (  )       √    ,                                         (  ) 

где а, b, с – постоянные для данных условий коэффициенты, которые исполь-

зованы для краткости представления формул: 

 

  
      

 

(       )
 

;      
         √ 

(       )
 

;      
   

  

(       )
 
   

 

Из (11) следует, что потери электроэнергии в сети являются случайны-

ми величинами. 

Выполнив преобразования, как в (7), получим выражение для определе-

ния плотности распределения потерь электроэнергии в сети: 

 

 (   )  
√     (     )   

    
√  (     (     ))

  

    { 
*    √     (     )    (     )        +

 

 (      
)
 }  

 

Математическое ожидание потерь электроэнергии  

 (   )        √       
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Для определения дисперсии  (   ) выполним действия, как в (8): 

 (   )     

  [     (   (   ))]

(√     (   (   ))   )
   

 

Электроэнергия, потребляемая за эффективное время: 

                  √   , 

или 

     (  )       √  , 

где  ,    – постоянные (при определенных условиях) коэффициенты,  

характеризующие потребление электроэнергии двигателем механизма реза-

ния,        ;      √   
Математическое ожидание потребления электроэнергии и его диспер-

сия: 

          √   ; 

 

       

  (        )

(√          )
    

Общее потребление электроэнергии за эффективное время, включая по-

тери в сети: 

               

 *      
      

 

(       )
 
+    *  √  

         √ 

(       )
 
+√   

   
  

(       )
 

, 

 

или 

         (  )       √    ,                                  (  ) 

где a, b, c – постоянные (при определенных условиях) коэффициенты, харак-

теризующие общее потребление электроэнергии за эффективное время:  

 

        
      

 

(       )
 

;        √  
         √ 

(       )
 

;      
   

  

(       )
 

. 

 

Уравнение (12) имеет такую же структуру, что уравнение (11) для по-

терь электроэнергии, поэтому плотность распределения случайной величины  

       и ее дисперсия будут определяться аналогично:  

 (      )  
√     (        )   

    
√  (     (        ))

  

    

{
 
 

 
 

 

*    √     (        )    (        )        +

 

 (      
)
 

}
 
 

 
 

; 
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 (       )     

  [     (   (      ))]

(√     (   (      ))   )

    

Математическое ожидание общего электропотребления за операцион-

ное время  

              √       
Найдем плотность распределения удельного расхода электроэнергии 

(УРЭ) по распилу сырья, применяя использованную выше методику.  

Тогда имеем: 

функциональная зависимость УРЭ от случайной величины    

     (  )       √    ; 

плотность распределения УРЭ 

 

 (  )  
√     (    )   

    
√  (     (    ))

  

    { 
*    √     (    )    (    )        +

 

 (      
)
 } ; 

 

математическое ожидание УРЭ 

 

          √     ; 

дисперсия УРЭ 

 

 (  )     

  [     (     )]

(√     (     )   )
  , 

где a, b, c – постоянные (при определенных условиях) коэффициенты, харак-

теризующие удельный расход электроэнергии за эффективное время:  

 

  
     

 
 

      
 

 (       )
 

;      
  

√ 
 

         

√ (       )
 

;      
   

 

(       )
 
   

 

При этом средняя ошибка аппроксимации составила 0,174 %, что гово-

рит о достаточно высокой точности аппроксимации реального закона распре-

деления УРЭ нормальным. 

Заключение 

В результате исследований получены выражения, позволяющие по гео-

метрическим характеристикам пиловочного сырья в сортировочной партии и 

его количеству определить вероятностные характеристики технологических и 

энергетических показателей процесса распиловки древесины на лесопильных 

рамах. 
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Из найденных зависимостей следует, что с ростом количества бревен в 

сортировочной партии вариация удельного расхода энергии становится мень-

ше, т. е. удельный расход энергии становится все более неслучайной величи-

ной.  

Предложенный подход к учету взаимосвязей технологических и энерге-

тических показателей процесса распиловки позволит более качественно под-

ходить к вопросу планирования и нормирования электропотребления на пред-

приятиях лесопромышленного комплекса. 
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Nature of woodworking processes is dramatically influenced by various random factors. 

Mathematically, these processes should be considered as one of accidental types. The most  

energy-intensive process is sawmilling. Here, saw frame and frame equipment comprise a 

separate section, which largely forms the electricity consumption nature of product line and 

the whole plant. Therefore, the issues of improving the energy efficiency of woodworking 

industry can be solved only by joint consideration of the technological and energy parame-

ters of wood sawing. The research purpose is a probability-theoretical analysis of relation-

ship between the saw frames operating parameters, as well as finding the distribution laws 

and numerical ratings of these parameters as random variables when sawing the sort log 

load. The queuing system is used as a mathematical model of the saw frame cutting mecha-

nism. The application of the probability theory has allowed us to find the distribution densi-

ty and numerical characteristics of the effective time; hourly average sawing raw material 

output; hourly average power consumption, energy losses in the network; absolute and spe-

cific power consumption in conjunction with the geometric parameters of raw materials and 

operation parameters of saw frame mode. Electricity consumption parameters have probabil-

istic nature and are distributed by law, different from normal. The density of parameters 

distribution was approximated by the density of the Gauss’ law in order to simplify the 

analysis procedure. Herewith, the error of approximation was not more than 1.71 %. Formu-

las for calculating the values of technological and energy parameters of saw frames opera-

tion are proposed. 
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